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Abstract

Ising モ デル と い う 簡 単な 系を通し て 、 統計力学 の Monte Carloシミ ュ レ ー ショ ン の 基 本
的な 方法を学 ぶ 。

1 統計物理と Ising モデル

1.1 分配関数と熱力学量

相互作用が ハミ ル トニア ン H で 記 述さ れ る 系が あ る と す る 。 自由度を一般に φi (i=1,2,...),

系の パラ メ ター を Ka (a=1,2,...) と す る 。 例え ば、 強磁性体の 場合、 φ と し て は 各格子点上

の スピン 自由度、 K は スピン 間 の 結合定数や 、 外か ら か け た 磁場 H な ど を表す 。

H [φ ; K] = −
∑

i,j

Jijφi · φj − H
∑

i

φi (1)

Jij は 格子点 i と j の スピン 間 の 結合定数で あ る 。

系の 熱力学 的性質は 、 統計力学 に よっ て 記 述さ れ る 。 統計力学 で は 、 ミ ク ロ カ ノニカ ル ・

ア ン サン ブル (エ ネル ギ ー 、 粒子数一定の 下で 等重率の 原理に 基 づ く )、 カ ノニカ ル ・ ア ン サ

ン ブル (熱浴と 接触し た 系)、 グラ ン ド カ ノニカ ル ・ ア ン サン ブル (熱浴、 粒子浴と 接触) の よ

う な 方法が あ る が 、 Eq. (1) の よう な 系の 場合、 カ ノニカ ル ・ ア ン サン ブル と し て 扱 う の が 適

し て い る 。

カ ノニカ ル ・ ア ン サン ブル で は 、 系の 物理量 A に 関 す る 統計力学 的平均 値 〈A〉 は 、 ア ン

サン ブル 平均 、

〈A〉 =
1

Z
Tr(Ae−βH[φ]) (2)

に よっ て 与え ら れ る 。 こ こ で β = 1/kBT , kB は Boltzmann 定数、 T は 温度。 Tr の 演 算は 、

系の 自由度の す べ て の 場合に つ い て の 和をと る こ と を表す 。 系の 自由度の 値を 1セット定め

た も の を、 系の 配位と よぶ 。 Tr 演 算は 、 系の す べ て の 配位に つ い て 和を取る こ と を意 味し て

い る 。 Z[K] は 分配関 数と 呼ばれ る 量で 、

Z[K] = Tr e−βH[φ;K] (3)

で 与え ら れ る 。 系の 熱力学 的性質は 自由エ ネル ギ ー F に よっ て 記 述さ れ る が 、 こ れ は 分配関

数に よっ て 次の よう に 表さ れ る 。

F [K] = −kBT log Z[K] (4)
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Z[K] を K の 関 数と し て 求 め る こ と が 出来れ ば、 自由エ ネル ギ ー を求 め る こ と が 出来、

従っ て 種々 の 熱力学 量を求 め る こ と が で き る 。 例え ば、

磁化

M = −
1

V

∂F

∂H
=

1

V
〈φ〉 (5)

比熱

C =
T

V

∂S

∂T
= −

T

V

∂2F

∂T 2
=

1

kBT 2

1

V

[

〈E2〉 − 〈E〉2
]

(6)

等温磁化率

χT =
∂M

∂H
= −T

1

V

∂2F

∂H2
=

1

kBT

1

V

[

〈φ2〉 − 〈φ〉2
]

(7)

こ こ で 、 E = H [S] は 系の エ ネル ギ ー 、 φ =
∑

i φi で あ る 。

こ れ ら の 熱力学 関 数に 加え て 、 相関 関 数と い う 量が 重要で あ る 。 こ れ は 、 系の 自由度同士

の 相関 が 距 離に 従っ て ど の よう に 変化す る か を表し て い る 。

G(r ; K) = 〈φiφi+r〉 =
1

Z
Tr

[

φiφi+re
−βH[φ;K]

]

(8)

相関 関 数G が 指数関 数的に 振る 舞う 場合、 即ち G(r) ∝ exp(−r/ξ) と 書け る 場合、 ξを相関 距

離と 呼ぶ 。 相関 関 数が 指数関 数的か ど う か は 、 熱力学 極限が 取れ る た め に は 重要で あ る 。 相

関 関 数が 巾乗的に 振る 舞う (G(r) ∝ r−a)よう な 場合、 系の 次元に よっ て は 、 熱力学 極限で 自

由エ ネル ギ ー 密度が 有限に な ら な い 場合が あ る 。

1.2 Ising モデル

Ising モ デル は 、 強磁性体の 性質を表す 、 最も シン プル な モ デル で あ る 。 スピン 自由度は 各格

子点 (サイト)上に あ り 、 Si = ±1 の 値を取る 。 スピン 間 の 相互作用は 、 隣り 合う 格子点 (最

近接格子点) 間 の み で 働き 、 結合定数 J で 表さ れ る 。 また 、 外場H が 掛 か っ て い る も の と す

る 。 ハミ ル トニア ン は 、

H [H, J ] = −
∑

<i,j>

JSi · Sj − H
∑

i

Si. (9)

こ こ で < i, j > は 最近接格子点の ペア を表し て い る 。

次の 章で は 、 1次元の 場合に 実際に Ising モ デル の 分配関 数を求 め る 。 Ising モ デル は 、 磁

性体をモ デル 化し た も の と し て は 、 最も 簡 単な 形をし て い る 。 し か し な が ら 、 そ れ で も 解析

的に 解く こ と が で き る の は 、 1次元の 場合と 、 2次元で 外場が 無い 場合だけ で あ り 、 2次元で

外場の あ る 場合、 3次元以 上の 場合な ど は 解く こ と が で き な い 。 強磁性体の 性質を定性的に 明

ら か に す る 手法と し て 、 3章で 扱 う 平均 場理論が あ る 。 し か し な が ら 、 平均 場理論で は 、 後

に 述べ る 臨界指数な ど を正し く 求 め る こ と が で き な い 。 こ れ は 、 揺ら ぎ の 効果を正し く 取り

入れ て い な い こ と に よる 。 より 一般的に 相転移 現象を調べ る 手法と し て 、 Monte Carlo 法に

よる 数値シミ ュ レ ー ショ ン の 方法を紹介す る の が 、 こ の ノー トの 目的で あ る 。

1.3 相転移

相転移 現象は 、 液 体の 固化、 気 化や磁性体の 常磁性か ら 強磁性へ の 転移 な ど 、 系の 温度や外

場な ど を変化さ せ た 時に 状態が 大き く 変化す る 現象で あ る 。 より 正確に は 、 相転移 現象は 、

系を特徴づ け る 自由エ ネル ギ ー な ど の 熱力学 関 数が 、 非解析的と な る 点と し て 定義 さ れ る 。
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Ising モ デル に つ い て 、 高温の 場合と 低温の 場合に 、 そ れ ぞ れ ど の よう な 状態 (相) が 実現

さ れ そ う か 、 考え て み る 。 外場 H は ゼロ と す る 。 まず 低温 (T ' 0) で は 、 分配関 数 (3) は 、

エ ネル ギ ー 最低の 配位が 支配的な 寄 与をす る 。 Hamiltonian (1) が 最小に な る の は 、 全て の

スピン が 上向き 、 あ る い は 下向き に 揃っ た 状態で あ る 。 こ の よう な 状態で は 、 スピン の 磁場

が お 互い に 協力し あ っ て 、 自発磁場を生じ る 。 こ の よう な 現象を協力現象と 呼ぶ 。 一方、 高

温 (T � 0) で は 、 ど の よう な 配位に つ い て も Boltzmann 因 子が 1 に 近く な り 、 分配関 数に

同じ よう に 寄 与す る 。 こ の た め 、 高温で は 乱雑な スピン の 状態が 実現さ れ て い る と 考え ら れ

る 。 熱力学 の 言葉で 言う と 、 エ ン トロ ピー が 支配的で あ る こ と を意 味す る 。

あ る 温度に お い て 、 な ん ら か の 急 激な 系の 変化に よっ て 、 こ れ ら の 一方の 状態か ら 他方の

状態に 移 る よう な 現象が 起 こ る こ と が 予想さ れ る 。 実際に は 、 必ず し も 熱力学 関 数が 非解析

的と な る よう な 変化 (相転移 の 定義 ) が 起 こ る 場合だけ で は な い 。 例え ば液 体か ら 気 体へ は 、

相転移 で は な く 、 緩 や か な 変化に よっ て 移 る よう な 場合が 、 あ る 温度、 圧 力の 領域で は 存在

す る 。 系が ど の よう に 転移 す る か は 、 そ の 系を記 述す る Hamiltonian の 性質に よっ て 決まる 。

分配関 数は Boltzmann 因 子の 和で あ り 、 Hamiltonian は 正則な の で 、 Tr 操作の 各項は 解

析的な 関 数で あ る 。 従っ て 、 分配関 数も 解析的で あ り 、 非解析的な ふ る まい で あ る 相転移 現

象は 起 こ り 得な い よう に 思わ れ る 。 こ れ は 有限系で は 正し い が 、 無限系で は 必ず し も 成り 立

た ず 、 体積無限大の 極限 (熱力学 的極限)を取っ た 場合に お い て 、 相転移 現象が 表れ る 。 た だ

し 、 ゼロ 温度の 場合に は 、 レ ベル 交差と い う 現象を通し て 相転移 が 起 こ り 得、 こ の 場合は 一

次相転移 と な る 。

相転移 の 種類に つ い て 、 よく 用い ら れ る の が 、 Ehrenfest に よる 分類で あ る 。 こ れ は 、 自

由エ ネル ギ ー の n次微分が 不連続の 場合に 、 こ の 相転移 を n次の 相転移 と 呼ぶ も の で あ る 。

一次相転移 で は 、 相転移 点に お い て 自由エ ネル ギ ー は 連続だが 、 そ の 一次微分、 即ち 傾き が

不連続に 変化す る 。 潜熱を伴う 相転移 は こ の 一次相転移 で あ る 。

一般に 臨界現象、 あ る い は 二次相転移 と 呼ばれ る の は 、 自由エ ネル ギ ー の 一次微分が 連続

な 場合の 相転移 で あ る が 、 Ehrenfest に よる 分類は 正確に は 正し く な い 。 こ れ は 、 二次微分

に 対応 す る 比熱や磁化率な ど の 量 (こ れ ら は 揺ら ぎ に 関 係す る ) が 、 実際に は 相転移 点で (不

連続で は な く ) 発散す る 場合が あ る か ら で あ る 。 こ の た め 、 連続的相転移 と 呼ばれ る こ と も

あ る 。

1.4 臨界指数

臨界現象、 あ る い は 連続的相転移 の 場合、 相転移 点近傍で の 物理量の 振舞い を表す の に 、 臨

界指数と 呼ばれ る 量が 用い ら れ る 。 こ れ ら は 例え ば磁性体の 場合の 呼び方で は 、 (等積)比熱

CV 、 磁化 M、 磁化率 χT な ど に 対し て 、 次の よう に 定義 さ れ る 。

CV ∝ |T − Tc|
−β (10)

M ∝ |T − Tc|
β (11)

χT ∝ |T − Tc|
−γ (12)

H ∝ M δ (13)

最後の 関 係式は 、 相転移 温度 Tc近傍で 外場H を微小量入れ た 時の 磁化の 振舞を表す 。 また 、

相関 関 数に 関 係す る 量と し て 次の 二つ が 定義 さ れ る 。

ξ ∝ |T − Tc|
−ν (14)

G(r) ∝ r−(d−2+η) (15)

3



実験的に 、 臨界指数が 同じ 値に な る よう な 系が 存在す る 。 こ の こ と を理論的に 説明す る の

が 、 K. G. Wilson に よる 、 繰り 込み 群の 理論で あ る 。 こ れ に よる と 、 系は ユ ニバー サリ ティ・

ク ラ スと 呼ばれ る ク ラ スに 分類さ れ 、 そ れ ぞ れ の ク ラ スに 属す る 系は 同じ 臨界指数を持つ 。

ユ ニバー サリ ティ・ ク ラ スを特徴づ け て い る の は 、 Hamiltonian の 対称性、 次元、 相互作用

が 短距 離か ど う か 、 と い う 、 わ ず か 3 つ の 性質で あ る 。

2 1次元 Ising モデル

2.1 転送行列

1 次元 Ising モ デル は 、 転送行列の 方法を使っ て 解く こ と が で き る 。 (H = 0 の 場合に は 簡 単

に 解く 方法も あ る が 、 重要な 手法な の で 転送行列を用い る 。 ) N -自由度系を考え 、 周期 的境

界条件: SN+1 = S1 と す る 。

ZN (h, K) = Tr exp

[

h
∑

i

Si + K
∑

i

SiSi+1

]

(16)

こ こ で 、 K = J/kBT 、 h = H/kBT 。 因 子の 積で 表す と 、

ZN (h, K) =
∑

S1

∑

S2

· · ·
∑

SN

[e
h
2
(S1+S2)+KS1S2 ][e

h
2
(S2+S3)+KS2S3 ] · · · [e

h
2
(SN+S1)+KSNS1 ]

(17)

こ こ で 、 そ れ ぞ れ の 項を、 行列の 要素と み な す 。 例え ば、

TS1S2
= [e

h
2
(S1+S2)+KS1S2 ] (18)

即ち 、 S1、 S2 が 次の よう な 行列 T の ラ ベル で あ る と 解釈す る 。

T =

(

T1,1 T1,−1

T−1,1 T−1,−1

)

=

(

eh+K e−K

e−K e−h+K

)

(19)

こ の と き 、

T = S

(

λ1 0
0 λ2

)

S−1 (20)

と 相似変換 を行う こ と が 出来る 。 こ こ で 、 λ1、 λ2 は 、 T の ふ た つ の 固有値と し 、 λ1 ≥ λ2 と

す る 。 こ れ ら は 容易 に 次の よう に 求 まる 。

λ1,2 = eK

[

cosh(h) ±

√

sinh2(h) + e−4K

]

(21)

従っ て 分配関 数は 、

ZN (h, K) =
∑

S1

∑

S2

· · ·
∑

SN

TS1S2
TS2S3

· · ·TSNS1
(22)

= Tr[T N ] = λN
1 + λN

2 (23)

こ れ より 、 自由エ ネル ギ ー 密度は 、 N → ∞ の 極限で 、

f ≡
F

N
= −

kBT

N
log ZN [h, K]

= −J −
kBT

N
log{λN

1 (1 + (λ2/λ1)
N )} (24)

→ −J − kBT log

[

cosh(h) +

√

sinh2(h) + e−4K

]

(25)
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と な る 。

T > 0 で は 、 実の h、 K に 対し て f は 解析的、 即ち 相転移 は 存在し な い 。 非解析的に な

る の は 、 2乗根の 中が ゼロ と な り 、 λ1 = λ2 と な る 場合か 、 λ1 = 0 と な る 場合で あ る が 、 こ

れ は 、 次の Perron の 定理に よっ て 斥け ら れ る 。

Perron-Frobenius の 定理:

N ×N 行列 (N < ∞) A で Aij > 0 (for all i, j) に つ い て 、 そ の 最大の 固有値は 次の 性質を

持つ : (a) 実、 正定値、 (b) 非縮退、 (c) Aij の 解析的関 数。

こ れ に よっ て 、 T > 0 で は 相転移 が 起 こ ら な い こ と が 結論づ け ら れ る 。 こ れ は 、 1次元の

場合の 特徴で あ る 。 1次元で は 転送行列は 2× 2 行列で あ っ た が 、 2次元以 上の 場合に は 、 転

送行列は 熱力学 極限で は ∞×∞ の 行列と な り 、 Perron-Frobenius の 定理は 適用で き な い 。

1次元で T → 0、 従っ て K → ∞ の 場合を考え る 。 こ の 時、 λ1 = eK [cosh(h)+| sinh(h)|] =

eKe|h| で あ る の で 、

F = −N(J + |H |). (26)

T = 0 で は 、 h に 対し 、 h = 0 で F は 非解析的。 磁化は 、

M = −
1

N

∂F

∂H
=

{

1 for H > 0
−1 for H < 0

(27)

まず 、 H = 0 の 場合。 こ の と き 、 自由エ ネル ギ ー は 、

F = −kBTN [K + log(1 + e−2K)] (28)

内部エ ネル ギ ー

E = −
∂

∂β
log Z = −NJ tanh(βJ) (29)

比熱

C = −
dE

dT
= −

NJ2

kBT 2
sech2(J/kBT ) (30)

磁化

M = −
1

N

∂F

∂H
=

sinh h

sinh2 h + w2
(31)

と そ れ ぞ れ な る 。 こ こ で 、 w = e−4K は 、 す べ て 上 (あ る い は 下)向き の スピン の 配位に 対し

て 、 ひ と つ の スピン だけ が フリ ップし た 状態の 相対確率に 対応 す る 。 等温磁化率 χT は 次の

式で 定義 さ れ る 。

χT ≡
∂M

∂H
(32)

h が 小さ い 時、 sinh h ' h より 、

M ' e2K H

kBT
(33)

こ の 近似の 時、 磁化率 χT は 、

χT =
e2J/kBT

kBT
(34)

高温と 低温で の 極限で は 、

χT ='

{

1/kBT as T → ∞: Curie’s law
e2J/kB T

kBT as T → 0
(35)
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2.2 2点相関関数

2点相関 関 数は 次の よう に 定義 さ れ る 。

G(i, j) ≡ 〈 (Si − 〈Si〉)(Sj − 〈Sj〉) 〉 (36)

転送行列の 方法で 求 め る に は 、 まず 、 〈Si〉 を次の よう に 表す 。

〈Si〉 =
1

Z

∑

S1

∑

S2

· · ·
∑

SN

[

TS1S2
· · ·TSi−1SiSiTSiSi+1

· · ·
]

(37)

こ こ で 、

∑

Si

TSi−1SiSiTSiSi+1
=

[

T

(

1 0
0 −1

)

T

]

Si−1Si+1

= [T σzT ]Si−1Si+1
(38)

こ こ で σz は Pauli 行列の z成分。 T ′ = S−1T S を対角行列と す る 相似変換 を T に 対し て 行

い 、 こ の 変換 行列 S に 対し て

S−1σzS =

(

e g
f h

)

(39)

と す る 。 e, f, g, h は S が T の 固有ベク トル か ら 構成さ れ る こ と か ら あ ら わ に 計算出来る 。 こ

の と き 、

〈Si〉 =
Tr[S−1σzS(T N )]

Tr[(T N )]
(40)

=
eλN

1 + hλN
2

λN
1 + λN

2

(41)

N → ∞ の 熱力学 的極限で は 、 分子の 第 1項の み が 寄 与す る 。

同様に 、

〈SiSi+j〉 =
1

Z
Tr

[

(S−1σzS)(T ′)j(S−1σzS)(T ′)N−j
]

(42)

=
1

Z
Tr(λ1)

N

[

e2 + fg

(

λ2

λ1

)j

+ h2

(

λ2

λ1

)N
]

(43)

N → ∞ の 熱力学 的極限で は 、 第 1、 2項の み が 寄 与し 、

〈SiSi+j〉 − 〈Si〉
2 = fg

(

λ2

λ1

)j

= fg exp

[

−j log

(

λ1

λ2

)]

(44)

こ れ より 、 相関 距 離は

ξ =
1

log(λ1/λ2)
(45)

h = 0 で は 　 ξ = 1/ log tanh K と な る 。

λ1 6= λ2 で は 、 ξ は 発散し な い 。 一般に 、 転送行列の 最大固有値が 縮退し な い 限り 、 ξ は

発散し な い 。 h 6= 0 で は 、 λ1 > λ2 な の で 、 こ の 場合相転移 は 無い 。 h = 0 で は 、 K = 0 即

ち T = 0 で λ1 = λ2 な の で 、 相転移 が 起 こ る 。

演習問題

Eq. (21) の 結果を確認す る こ と 。 また 、 比熱、 磁化を図示し て み る こ と 。
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3 2次元 Ising モデル

1次元 Ising モ デル は 、 転送行列の 方法を使っ て 、 一般の 温度、 外場に 対し て 分配関 数を解

析的に 求 め る こ と が 出来た 。 2次元で は 、 状況は 異 な る 。 解析的に 求 め る こ と が 出来る の は 、

H = 0 の 場合だけ で あ り 、 そ れ 以 外の 場合に は な ん ら か の 近似が 必要と な る 。 こ こ で は 平均

場近似を用い て 、 2次元 Ising モ デル の 相構造の 特徴を調べ る 。

3.1 Weiss の平均場理論

平均 場理論で は 、 あ る 格子点上の スピン は 、 外か ら 与え ら れ た 場 (H) に 加え て 、 系の スピ

ン が つ く り 出す 磁場か ら の 作用を受け る も の と す る 。 即ち 、 格子点 i の スピン Si は 、 磁場

H + 1
V

∑

i〈Si〉 を受け る も の と し 、 こ の 時の 〈S〉 の 値を self-consistent に 求 め る 。

Site i で の 局所的磁場を Hi と 書く と 、

H [S, H ] = −
∑

i

SiHi (46)

Hi =
∑

j

Jij〈Sj〉 +
∑

j

Jij(Sj − 〈Sj〉) (47)

こ こ で 、 平均 場理論で は 、 第 2式の 右辺第 3項、 即ち 揺ら ぎ の 効果をを無視す る 。 d-次元の

正方格子の 場合、

Hi = H + 2dJM (48)

と な る 。 こ こ で M は

M = 〈Si〉. (49)

で あ り 、 M に 対す る self-consistent な 関 係式は

M = −
1

V

∂F

∂H
= tanh

(

H + 2dJM

kBT

)

(50)

と な る 。 外場 H が 無い 場合で も 、 自発磁化の 効果が 第 2項に 存在す る 。 H = 0 と す る と 、

M = tanh

(

2dJM

kBT

)

(51)

で あ る が 、 こ れ を満た す M は 、 y = M と y = tanh(2dJM/kBT ) と の 交点と し て 求 め る こ

と が で き る (Figure 1参照)。

Tc =
2dJ

kB
(52)

より も 高い 温度 T で は 、 交点は M = 0 に し か 存在せ ず 、 自発磁化は 生じ な い 。 T < Tc で

は M = 0 以 外に も 、 Eq. (51)を満た す M が 存在す る 。

3.2 対称性の自発的破れ

T < Tc で は 、 M = 0 以 外に も Eq. (50) を満た す 解が 存在す る こ と をみ た 。 実際に は 、 ど の

解が 実現す る の か 。 十分低温の 場合に は 、 系の エ ネル ギ ー が 最低に な る の は す べ て の スピン

が 揃っ た 場合で あ る の で 、 M = 0 の 解は 安 定と は 思わ れ な い 。 一方、 分配関 数の 定義 (3)を

思い 出す と 、 系の 最低の エ ネル ギ ー を持つ 状態、 S = 1,−1 の 状態が 等し い 重み で 足し 合わ

さ れ る べ き で あ る と 考え ら れ る 。 こ の こ と は 、 有限系の 場合に は 正し い が 、 熱力学 極限で は

注意 が 必要で あ る 。
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Figure 1: 2 次元 Ising モ デル の 平均 場近似に よる 解析。 左図は 、 T = 0.8Tc の 場合に つ い て 、
Eq. (51)を満た す 磁化M を求 め る 様子を示し た 。 右図は T/Tc に 対す る 磁化M の プロ ット。

全て の スピン が 上向き の 状態を A、 下向き の 状態を B と す る 。 H = 0 で は 、 系の Hamil-

tonian H [{Si}; H ] は スピン 自由度の 変換 Si → −Si (for all i) に つ い て 対称で あ る 。 従っ て

も ち ろ ん 、 A と B の Boltzmann ウ ェ イトは 等し い 。

こ の 2 つ の 状態の Boltzmann ウ ェ イトの 比を考え る 。 今微小な 外場H > 0を入れ る と 、

PA

PB
=

e−β(−HNM)

e−β(−HNM)
= e−2β(−HNM) (53)

N は 系の スピン 自由度数。 こ こ で 熱力学 極限 N → ∞を取る と 、

PB

PA
→ 0 (54)

逆 に H < 0 と す れ ば PA/PA が ゼロ に な る 。 即ち 、 微小な 外場を導入し 、 熱力学 極限を取っ

た 後で H → 0 と す る と 、 基 底状態の 2 つ の 状態の 現れ る 確率は 片方が ゼロ と な る 。 一方で 有

限系の 場合に は 、 H = 0 で は 状態 A と B は 同じ ウ ェ イトで 分配関 数に 寄 与す る た め 、 磁化

M は ゼロ と な る 。 従っ て 、 外場H → 0 の 極限と 、 熱力学 極限 N → ∞ は 交換 し な い 。

系に 自発磁化が あ っ た 場合、 こ の 磁化は 外場同様、 系の スピン の 向き を固定す る 効果が あ

る 。 熱力学 極限で は 従っ て 、 一度ど ち ら か の 状態と な っ て い る 系に 対し て 、 Si → −Si の 系は

出現確率は ゼロ と な る 。 こ の よう に 、 Hamiltonian の レ ベル で は 対称な 状態が 、 統計力学 的

に 非対称に 現れ る よう な 現象を、 対称性の 自発的破れ (spontaneous symmetry breaking) と

よぶ 。

状態 A が 実現さ れ て い る と き 、 状態 B が 現れ な い こ と は 、 次の よう に 理解で き る 。 系の

全て の スピン が 上を向い た 状態か ら 、 下を向い た 状態へ 移 行す る た め に は 、 あ る 領域で 下を

向い た スピン が 生じ 、 そ の 領域が 広が っ て ゆ く こ と が 必要で あ る 。 系の エ ネル ギ ー を増加さ

せ て い る の は 、 こ の 領域の 表面の 、 スピン が 反並行に な っ て い る 部分で あ る 。 2次元系の 場

合に は 、 下向き スピン 領域の 表面 (周長) が 広が っ て ゆ く 必要が あ る が 、 無限系の 場合に は こ

の エ ネル ギ ー が 無限大と な ら な け れ ば全て の スピン が 下向き の 状態へ の 遷移 が 起 こ ら な い こ

と に な る 。

1次元系で は 状況は 異 な る 。 上向き スピン 領域と 下向き スピン 領域の 表面は 常に ひ と つ の

反並行スピン ・ ペア と な る 。 周期 的境界条件の 場合に は 、 こ れ が 2箇所存在す る 。 従っ て 、 系

の エ ネル ギ ー をそ れ 以 上増加さ せ る こ と な く 、 スピン が 逆 向き の 領域が 広が っ て ゆ く こ と が

出来る 。 こ の 効果の た め 、 有限の 温度で は 、 対称性の 自発的破れ は 起 こ ら な い 。
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Exponent Mean-field Experiment Ising (d=2) Ising (d=3)

α 0(discontinuity) 0.110–0.116 0 (log) 0.110(5)
β 1/2 0.316–0.327 1/8 0.325± 0.0015
γ 1 1.23–1.25 7/4 1.2405± 0.0015
δ 3 4.6–4.9 15 4.82(4)
ν 1/2 0.625±0.010 1 0.630(2)
η 0 0.016–0.06 1/4 0.032±0.003

Table 1: Ising ユ ニバー サリ ティ・ ク ラ スの 臨界指数。

3.3 平均場理論の限界

平均 場近似に よる 解析は 、 Ising モ デル で スピン 間 の 協力現象に よっ て 自発磁化が 生じ る 機 構

を自然な 形で 説明で き た 。 し か し な が ら 、 平均 場近似で は 、 スピン に 作用す る 相互作用を、

文字通り 「 平均 場」 と し て 扱 う た め に 、 スピン 間 の 相関 に よる 揺ら ぎ の 効果が 取り 入れ ら れ

て い な い 。 こ の た め 、 こ の よう な 効果が 重要と な る 、 相転移 近傍で の 物理量の 振舞い を正し

く 記 述で き な い 。 こ の こ と は 、 臨界指数を見る こ と に よっ て 明確に な る 。

Table 1 は 、 Ising モ デル と 同じ ユ ニバー サリ ティ・ ク ラ スに 属す る 系の 臨界指数で あ る

[1]。 平均 場近似の 結果は 、 こ れ まで に 説明し た 解析法か ら 、 熱力学 関 数を相転移 点の 近く で

(T − Tc)/Tc に つ い て 展開す る こ と に よっ て 得ら れ る 。 相関 関 数に 関 す る 臨界指数に つ い て

は 、 こ れ ら の 平均 場理論の 本質的な 効果を取り 出し 、 秩序変数を自由度と す る Hamitonian

で 系を記 述す る 、 Landau 理論の 解析に よっ て 得ら れ る 。 こ れ ら の 平均 場理論に よる 臨界指

数は 、 次元に 依ら な い 。

Table 1 で ‘Experiment’ の 列は 、 Ising モ デル と 同じ ユ ニバー サリ ティ・ ク ラ スに 属す る

3次元の 流体系の 実験か ら 得ら れ た 数字で 、 実験誤差が 示さ れ て い る 。 ν と δ は 他の 臨界指

数と の 関 係か ら 得ら れ た 数字で あ る 。 最後の 2 つ の 列は 、 Ising ユ ニバー サリ ティ・ ク ラ スの

臨界指数の 理論的な 数値で あ る 。 2次元で の 数値は Onsager (1944) に よる 解析解か ら の も の

で あ り [2]、 3次元で の 数値は 繰り 込み 群の 方法を使っ た 解析の 結果で あ る [5]。

こ れ ら を見る と 、 平均 場理論に よる 臨界指数は 、 実験やより 正確な 理論的計算の 結果を定

性的に は 再現し て い る が 、 定量的な レ ベル で は 明ら か な 違 い が あ る 。 こ れ は 既 に 述べ た よう

に 、 臨界現象で 重要な 役割 を果た す 揺ら ぎ の 効果が 含 まれ て い な い た め で あ る 。 こ れ を正し

く 取り 入れ た 計算法は 、 Wilson ら に よっ て 開発さ れ た 繰り 込み 群の 理論に よっ て 与え ら れ た 。

演習問題

平均 場近似の も と で 、 Eq. を解い て 与え ら れ た 外場 H と 温度 T に 対し て 磁化を求 め る プロ

グラ ム を作成す る こ と 。

4 Monte Carlo シミュレーション

Monte Carlo法と は 、 一般に は 乱数を用い た 数値計算法を意 味す る 。 し か し な が ら 、 こ れ か ら

扱 う 統計力学 系の シミ ュ レ ー ショ ン で は 、 い き な り 乱数を振っ て 欲し い 確率分布に 従う よう な

系の 状態を作る こ と は 出来な い 。 分か っ て い る の は 、 系の 状態が 与え ら れ た 際の Hamiltonian

だけ で あ る 。 従っ て 、 最終的に Boltzmann ウ ェ イト (重み ) に 従う よう な 系の ア ン サン ブル

を、 任意 の 初期 状態か ら スター トし て 得る よう な ア ル ゴリ ズム が 必要と な る 。 こ の 章で は 、
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そ の よう な ア ル ゴリ ズム を構成す る た め の 原理を解説し 、 実際に Ising モ デル の 場合に 適用

し て プロ グラ ム を作成す る 。

4.1 重点サンプリング

一般に 系の 自由度 φ に 対し Hamiltonian H で 記 述さ れ る 系が あ る と す る 。 カ ノニカ ル ・ ア

ン サン ブル に 対し 、 あ る 物理量 A の 期 待値は 、 次の よう に 表さ れ る 。

〈A〉 =
1

Z

∑

states

A[φ]e−βH[φ] (55)

こ こ で 、 φ は 系の 自由度、 H は そ の Hamiltonian、 A は あ る 物理量と す る 。 和は 、 す べ て の

状態に つ い て 取る 。 Ising モ デル の 場合に は 、 φ は 各格子点の スピン Si = ±1、 A と し て は

磁化や比熱、 相関 関 数な ど と な る 。 N 個の スピン か ら な る Ising系で は 、 状態数は 2N 個と な

り 、 N が 小さ い 場合を除い て 、 す べ て の 状態に つ い て 実際に 和を評価す る こ と は 現実的で は

な い 。

一方、 上の 式で 、 Boltzmann 因 子 e−βH[φ] は 、 確率測度と し て 解釈す る こ と が で き る 。

こ の 場合、 系の 配位 {φ}i をこ の Boltzmann 因 子に 等し い 出現確率で 生成す る こ と が で き れ

ば、 そ の 各配位に 対し て 物理量 A[φ]を計算し て 平均 す る こ と に よっ て 、 A の 統計力学 的平均

値 〈A〉 を得る こ と が 出来る 。 即ち 、

〈A〉 '
1

Nsample

∑

i

A[φi] (56)

こ こ で φi は 、 e−βH[φ] の 確率で 生成さ れ る 、 i番目の 場の 配位で あ る 。 こ の 方法で は 、 〈A〉 へ

の 寄 与が 大き い 配位、 つ まり Boltzmann ウ ェ イトが 大き い 配位を集中的に 生成す る こ と に よっ

て 、 効果的に 計算を行な う こ と が で き る 。 こ の よう な 方法を、 重点サン プリ ン グ (important

sampling) と 呼ん で い る 。

4.2 Markov 過程

重点サン プリ ン グを実行す る に は 、 Boltzmann ウ ェ イトに 等し い 確率分布で 場の 配位を作る

必要が あ る が 、 こ れ をい き な り 与え る こ と は 一般に 出来な い 。 従っ て 、 まず 系に 対し て あ る

初期 状態を用意 し 、 そ こ か ら 系に 対し て あ る 操作を加え な が ら 、 出現確率が Boltzmann ウ ェ

イトに 等し い よう な 状態の シリ ー ズを作っ て ゆ く ア ル ゴリ ズム が 必要と な る 。

こ の よう な 過程の う ち 、 Markov過程と 呼ばれ る 過程が 重要で あ る 。 こ れ は 、 次に 生成さ れ

る 状態が 、 現在の 状態の み に 依存す る よう な 過程で あ る 。 こ の 場合、 系の 状態を何ステップも

前に 遡っ て 保存す る 必要は な い 。 Markov過程に よっ て 、 初期 状態か ら 十分離れ 、 生成さ れ る

状態が Boltzmann ウ ェ イトに 従う よう に 、 即ち 平衡状態に 到達す れ ば、 important sampling

に よっ て 、 統計力学 的諸量を計算で き る 。

こ の よう な 過程を構成す る に は 、 下で 見て ゆ く よう に 、 系の 状態を遷移 さ せ て ゆ く ア ル ゴ

リ ズム が 「 エ ル ゴー ド 性」 お よび「 詳細釣合条件」 と よばれ る 性質を満た す 必要が あ る 。

4.3 マスター方程式とエルゴード性

今、 系が 有限個の 状態 N か ら な る 場合を考え る 。 系の 発展を表す た め に 、 時間 t を導入す

る 。 物理的な 時間 と 一致す る 必要は な く 、 シミ ュ レ ー ショ ン の 過程を記 述す る た め に 手で 入

10



れ た も の と 考え て よい 。 系が 時刻 t に お い て 状態 i に あ る 確率を、 Pi(t) と す る と 、 確率の 保

存より 、
∑

i

Pi(t) = 1 (57)

を満た す 。 Markov過程に 対し て 、 時刻 t + ∆t (1ステップ後) で の 状態 i が 出現す る 確率は 、

次の マ スター 方程式と 呼ばれ る 関 係式で 記 述さ れ る 。

Pi(t + ∆t) = Pi(t) −
∑

j 6=i

Pi(t)wi→j∆t +
∑

j 6=i

Pj(t)wj→i∆t (58)

wi→j は 単位時間 あ た り に 状態 i か ら 状態 j に 遷移 す る 確率を表す 。 Eq. (58) の 右辺第 2項は

状態 i か ら 他の (N − 1)個の 状態へ 遷移 す る 過程、 右辺第 3項は 他の (N − 1)個の 状態か ら

状態 i へ 遷移 し て く る 過程を表す 。

行列形式で は 、 Eq. (58) は 次の よう に 表さ れ る 。

~P (t + ∆t) = L~P (t) (59)

こ こ で 、 ~P (t) は Pi(t)を成分に 持つ N 次元ベク トル 、 L は N × N 行列で 、 次の よう な 成分

を持つ 。

Lij = wj→i∆t (i 6= j) (60)

Lii = 1 −
∑

j 6=i

wi→j∆t (61)

確率の 保存より 、
∑

i

Lij = 1 (62)

で あ る 。 遷移 確率の 意 味か ら 、

Lij ≥ 0 (63)

で な け れ ばな ら な い 。 こ の 二つ の 条件を満た す 行列 L は 確率行列と 呼ばれ て い る 。 s ステッ

プ進ん だ時、 系の 確率分布は 、
~P (t + s∆t) = Ls ~P (t) (64)

で 与え ら れ る 。

s → ∞ の 極限を考え る 。 こ の と き 、 確率分布が あ る 一定の 分布、 P (eq) に 収束す る よう な

Markov過程を、 定常Markov過程と 呼ぶ 。

lim
s→∞

Ls ~P (t) = ~P (eq) (65)

こ の 時、

L~P (eq) = ~P (eq) (66)

が 成り 立つ 。

L の 固有値に 対し て 、 次の よう な こ と が 成り 立つ [3]。 L の 固有値 λi (i = 1, ..., N) に つ

い て 、 |λi| ≤ 1 が 成り 立つ 。 また 、 λi = 1 が 常に 確率行列 L の 固有値で あ る こ と も 示す こ

と が で き る 。 こ の こ と と 、 Eq. (65) か ら 、 ~P (eq) が 、 L の 固有値 1 の (右)固有ベク トル で あ

る こ と が わ か る 。 も し も こ の 固有値 1 に 対応 す る 状態が 非縮退な ら ば、 定常分布 ~P (eq) が ユ

ニー ク に 存在す る こ と に な り 、 定常Markov過程が 実現さ れ る 。
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あ る 値より も 大き な ステップ数 s に つ い て 、 Ls の す べ て の 成分が 正の 値を持つ と き 、 既

出の Perron-Frobenius の 定理に よっ て 、 L の 最大固有値は 非縮退で あ り 、 そ の 他の 固有値は

|λ| < 1 と な る こ と が 証明で き る 。 こ の 条件は 、 有限の ステップ数で 、 任意 の 状態か ら 任意 の

状態へ の 遷移 が 可能で あ る こ と を意 味す る 。 こ の 性質を「 エ ル ゴー ド 性」 と 呼ぶ 。

4.4 詳細釣合条件

定常状態で は 、 Eq. (66) が 成り 立つ 。 こ れ を成分表示で 書く と 、

LijP
(eq)
j = P

(eq)
i (67)

と な る が 、 こ こ に Eqs. (60) お よび (61) を代入す る と 、 詳細釣合 (detailed balance)条件

Peq(i)w(i → j) = Peq(j)w(j → i) (68)

を得る 。 こ こ で Peq(i) は 平衡状態に お け る 状態 i の 出現確率で あ り 、

Peq(i) = exp[−βH(i)] (69)

で 与え ら れ る 。 即ち 、 状態 i か ら j へ の 遷移 確率 w(i → j) と そ の 逆 に 対し て 、 関 係式 (68)

が 成り 立つ よう に 遷移 ア ル ゴリ ズム を構成す れ ば、 定常Markov過程と し て 、 Boltzmann ウ ェ

イトに 従う ア ン サン ブル が 得ら れ る こ と に な る 。

次に 、 詳細釣合条件を満た す よう な 遷移 ア ル ゴリ ズム を構成す る 方法を二つ 、 紹介す る 。

Metropolis 法

Metropolis 法は 、 詳細釣合条件を満た す よう な ア ル ゴリ ズム を構成す る 一般的な 方法

で あ る 。 次に 紹介す る 熱浴法に 比べ て 効率は 劣る も の の 、 熱浴法が 構成で き な い よう な

系に 対し て も 適用で き る た め 重要で あ る 。

Matropolis 法で は 、 まず ア ップデー トす べ き 配位 {φ} に 対し 、 候補と な る ア ップデー

ト後の 配位 {φ′} を考え る 。 {φ} と {φ′} そ れ ぞ れ に 対し て Hamiltonian を計算し 、 こ

の 候補配位 {φ′} を、 次の 確率

P = min
{

1, e−β(H[φ′]−H[φ])
}

(70)

で accept、 即ち ア ップデー ト後の 配位と す る 。 も し 候補配位 {φ′} が reject さ れ た 場合

に は 、 元の {φ}をア ップデー ト後の 配位と す る 。

熱浴法

Hamiltonian が 局所的な 項の 和と し て 表さ れ る 場合な ど 、 系が あ る 条件を満た す と き 、 熱

浴法 (heat bath method) が 構成で き る 場合が あ る 。 熱浴法で は 、 今ア ップデー トし た い 自

由度を φi と す る 時、 こ れ と 相互作用す る 自由度を含 む 局所的な Hamiltonian H(φi; φj 6=i)

を考え る 。 こ の 時、 φi 以 外の 自由度を熱浴の よう に 扱 い 、 φi を確率 e−βH [φi; φj 6=i] で

生成す る こ と が 可能で あ れ ば、 こ れ を熱浴法と よぶ 。 こ の 局所的な ア ップデー ト繰り 返

す (sweep す る ) こ と に よっ て 、 全系に 対す る ア ップデー トを行う 。

Ising model の 場合、

H(Si; Sj 6=i) = Si · (−H +
∑

j∈<i,j>

Sj) + (indep. of i) (71)
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と な る 。 従っ て 、 格子点 i の 周り の スピン 自由度を調べ て Ri = (−H +
∑

j∈<i,j> Sj)

を計算し 、 r ∈ [0, 1)区間 の 一様乱数 r を振っ て 、 Si を

Si =

{

1 for r < e−βRi/(e−βRi + eβRi)
−1 otherwise

(72)

4.5 シミュレーションの手順

こ こ で 、 Ising モ デル の 場合に 、 シミ ュ レ ー ショ ン の 手順をまと め て お く 。

初期状態の生成

例え ば、 cold start の 場合、 す べ て の S を +1 (あ る い は −1) に す る 。 hot start の 場

合に は 、 乱数に よっ て まっ た く ラ ン ダム に S = ±1 を与え る 。

Thermalization

系が 十分な 熱平衡状態に 達す る まで 、 sweep を繰り 返す 。

Sweep を繰り返しながら物理量を測定

測定と 測定と の 間 に は 、 十分な sweep を行な う こ と が 望まし い 。 こ れ が 十分で な い 場

合に は 、 測定し た 値の 間 に 相関 が 残る た め 、 統計処理が 複雑に な る 。

統計処理

各配位の 上で 得ら れ た 物理量の 値を統計処理し 、 平均 値、 誤差な ど を求 め る 。 また 、 物

理量に よっ て は 、 フィットな ど の 操作が 必要な 場合 (相関 距 離な ど ) も あ る 。

こ の 演 習で は 、 こ の よう な シミ ュ レ ー ショ ン の 例し て 、 2次元の Ising モ デル の プロ グラ

ム を用意 し て い る 。 最も 重要な 部分は 、 スピン 変数を熱浴法に 従っ て 局所的に ア ップデー ト

し て ゆ く ル ー チン (あ る い は 関 数) で あ る 。 そ の ア ル ゴリ ズム が 、 実際に Eq. (72) を実現し

て い る こ と を確認さ れ た い 。

4.6 物理量の測り方

こ こ で は 、 種々 の 物理量を測る 方法に つ い て まと め る 。

磁化

Eq. (5)より 、

M = −
1

V

∂F

∂H
=

1

V

∑

i

〈Si〉 (73)

と な る 。 こ こ で 、 〈· · ·〉 は ア ン サン ブル 平均 を表す 。

磁化率

Eq. (7)より 、

χT = −
1

V

∂2F

∂H2
=

1

kBT

1

V

[

〈S2〉 − 〈S〉2
]

(74)

こ こ で 、 S =
∑

i Si で あ る 。

比熱

Eq. (6)より 、

C = −
T

V

∂2S

∂T 2
=

1

kBT 2

1

V

[

〈E2〉 − 〈E〉2
]

(75)

こ こ で E = H [S] は 系の エ ネル ギ ー (H と 書く と 外場と まぎ ら わ し い の で 、 こ こ で は E

と 書い た ) で あ る 。
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相関関数

相関 関 数の 定義 Eq. (36) をそ の まま計算す れ ばよい が 、 少し 変形し た 次の 形が 便利で

あ る 。

G(j) =
1

V

∑

i

[

〈SiSi+j〉 − 〈 Si〉
2
]

(76)

4.7 統計処理

4.7.1 平均値と誤差

こ の 節の 記 述は 、 文献 [4] に 従っ て い る 。 独立な 測定デー タ Ak (k = 1, ..., M) に 対す る 平均

値と そ の 誤差は 、 次の 式で 与え ら れ る 。

〈A〉 =
1

M

M
∑

k

Ak (77)

δ〈A〉 =

√

〈(A − 〈A〉)2〉

M − 1
(78)

=

√

〈A2〉 − 〈A〉2

M − 1
(79)

い く つ か の 物理量 A(a) の 関 数と し て 表さ れ る 量 f({A(a)}) の 誤差を見積も る た め に は 、 次

の 誤差の 伝播則を用い る 。

δ〈f({A(a)})〉 =
∑

a

∣

∣

∣

∣

〈
∂f

∂A(a)
〉δ〈A(a)〉

∣

∣

∣

∣

(80)

し か し な が ら 、 複雑な 関 数 f に 対し て 誤差の 伝播則を適用す る と 、 誤差を過大に 見積も る 場

合が 多い 。 また 、 比熱や磁化率の よう な 、 分散が 物理量と な る 場合、 Eq. (79) に よっ て 誤差

を見積も る の は 簡 単で は な い 。 そ の よう な 場合に は 、 次の ジャ ック ナイフ法を用い る の が 便

利で あ る 。

4.7.2 ジャックナイフ法

初め に 、 最も 簡 単な ビン ・ サイズ 1 の ジャ ック ナイフ法を説明す る 。 まず 、 k番目の デー タを

除い た 統計平均 を定義 す る 。

〈A〉k ≡
1

M − 1

∑

l6=k

Al (81)

A の 関 数で あ る 物理量を f(A) と す る と 、 f の 平均 値と そ の 誤差は 、 次の よう に 計算さ れ る 。

〈f(A)〉 =
1

M

M
∑

k

f(〈A〉k) (82)

δ〈f(A)〉 =
√

(M − 1){〈f(A)2〉 − 〈f(A)〉2 (83)

こ れ ら の 定義 を、 A に 適用す れ ば、 Eqs. (78), (79) に な る こ と が 容易 に 確認で き る 。

同様に し て 、 ビン ・ サイズm の ジャ ック ナイフ法は 次の よう な 手順と な る 。 まず 全デー タ

を、 Mm = M/m 個の ビン に 分割 す る 。 そ れ ぞ れ の ビン に は 、 m個の デー タが あ る こ と に な

る 。 各ビン に ラ ベル b (b = 1, ..., Mm)を割 り 当て 、 こ の ビン の 要素の 集合を Bb で 表す 。 ビ

ン b の デー タを取り 除い た 平均 値を、

〈A〉b ≡
1

M − m

∑

l6∈Bb

Al (84)

14



こ れ を用い て 、 f(A) の 平均 値と 誤差は 、 次の よう に な る 。

〈f(A)〉 =
1

Mm

Mm
∑

b=1

f(〈A〉b) (85)

δ〈f(A)〉 =
√

(Mm − 1){〈f(A)2〉 − 〈f(A)〉2} (86)

ジャ ック ナイフ法の 特長は 次の 通り で あ る 。

• 任意 の 物理量 f(A) に 対し て 誤差が 計算で き る 。

• 磁化率や比熱の よう な 、 分散に 関 係し た 物理量の 誤差を求 め る こ と が で き る 。

• 物理量の 間 の 相関 を取り 入れ た 誤差評価に な っ て い る 。 例え ば、 相関 距 離を log[G(j)/G(j+

1)] に よっ て ラ フに 評価す る 場合を考え る 。 こ の 時、 G(j) と G(j + 1) は 強く 相関 し て

い る た め 、 誤差の 伝播則で は 正し く 評価で き な い 。 ジャ ック ナイフ法に よる と 、 こ の 相

関 まで 含 め た 誤差の 評価に な っ て い る 。

• ビン ・ サイズを大き く し て 行く こ と に よっ て 、 測定を行っ た 配位の 間 の 相関 (自己相関 、

autocorrelaton)を評価で き る 。 こ れ は 、 相関 が 無い 場合に は 、 ジャ ック ナイフ法で 評価

し た 誤差は ビン ・ サイズに 寄 ら な い た め 、 誤差の ビン ・ サイズに 対す る 依存性をみ る こ

と に よっ て 、 相関 が ど れ く ら い の ステップ数残っ て い る か を見積も る こ と が 出来る と い

う こ と で あ る 。

一方で 、 ジャ ック ナイフ法で は 、 通常の 誤差評価 Eqs. (78), (79) と 同じ く 、 誤差は 平均 値

に 対し て プラ スマ イナスに 対称な 評価で あ る 。 平均 値に 対し 誤差が 十分小さ く な い 場合、 プ

ラ ス方向の 誤差と マ イナス方向の 誤差は 一般に 異 な る が 、 こ の よう な 場合は ジャ ック ナイフ

法で は 正し く 評価で き な い 。 そ の よう な 場合に は 、 ブー トストラ ップ法な ど の 、 より 複雑な

評価を行う 必要が あ る 。
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